
О «НЕКЛАССИЧЕСКИХ» ПРОЯВЛЕНИЯХ МИКРО-
СТРУКТУРНО-ОБУСЛОВЛЕННОЙ АКУСТИЧЕСКОЙ 

НЕЛИНЕЙНОСТИ НА ПРИМЕРЕ КОНТАКТО-
СОДЕРЖАЩИХ СРЕД 

В. Ю. Зайцев 

1. «Классическая» решеточная и «неклассическая» нелинейность.  

Исследования «неклассической» акустической нелинейности твер-
дых тел (которую в литературе называют также мезоскопической, ано-
мальной, гигантской, микроструктурно-обусловленной) стали особенно 
популярны в последнее десятилетие, несмотря на то, что многие важные 
экспериментальные данные, необходимые для развития соответствую-
щих моделей, были доступны еще с 1960-1970 годов. Фактически все 
отмеченные выше «аномальные» названия нелинейности связаны со 
стремлением подчеркнуть ее качественные и количественные отличия 
от традиционно обсуждаемой в физике твердого тела упругой решеточ-
ной нелинейности, связанной с проявлением слабого ангармонизма 
межатомного потенциала [1]. Как это традиционно делается в теории 
нелинейной упругости, для описания такой «обычной» нелинейности 
достаточно к линейному слагаемому в законе Гука добавить квадратич-
ные и кубичные по компонентам тензора деформации слагаемые: σ = 
E[ε+γ(2) ε2 + γ(3) ε3 +...], где σ - упругое напряжение, ε - деформация сре-
ды, E – ее модуль упругости. Чтобы не загромождать рассмотрение вто-
ростепенными деталями, здесь мы ограничились случаем продольных 
деформаций. Характерные величины безразмерных квадратичного и ку-
бичного коэффициентов нелинейности γ(2) и γ(3) для однородных аморф-
ных материалов и монокристаллов обычно лежат в диапазоне несколь-
ких единиц, а характерные величины деформаций до порога разрушения 
твердых тел обычно весьма малы. Например, в акустике ε<10-5 даже при 
весьма интенсивных акустических нагрузках и ε<10-3 при «обычных» 
механических деформациях. В связи с этим, по сравнению с линейным 
слагаемым, нелинейные поправки в уравнении состояния среды, как 
правило, очень малы, хотя именно их наличием обусловлены такие из-
вестные явления как тепловое расширение и зависимость скорости уп-
ругих волн от механического напряжения и температуры. Оценки вели-
чин коэффициентов нелинейности по таким эффектам прекрасно согла-
суются с представлениями о форме межатомного потенциала и его сла-
бой ангармоничности [1, с.168].  

В настоящее время является общепризнанным, что наличие нару-
шений структуры твердых тел может очень существенно менять их не-
линейные акустические свойства по сравнению с идеальными кристал-
лами и однородными аморфными материалами, хотя сопутствующие 
изменения линейных упругих модулей при этом могут оставаться очень 



незначительными. Такая микро-, или мезоструктурная неоднородность 
является скорее правилом, чем исключением, для большинства реаль-
ных сред. Получаемые для них экспериментальные данные часто де-
монстрируют не просто многократный количественный рост их нели-
нейных параметров («гигантская» нелинейность), но и качественные 
изменения самого характера нелинейно-акустических эффектов (напри-
мер, наблюдаются немонотонные или дробно-степенные амплитудные 
зависимости гармоник, появляются выраженные нелинейно-
диссипативные свойства и т.п.), что оправдывает использование терми-
нов «неклассическая», или «аномальная» нелинейность. Ниже будут 
кратко охарактеризованы основные модельные представления, развитые 
в процессе исследования необычных нелинейных свойств таких сред и 
приведены некоторые показательные экспериментальные факты. Для 
получения дополнительные сведений могут быть рекомендованы, на-
пример, работы [2,3,4], так как в, силу ограниченности доступного объ-
ема, данный обзор не претендует на полноту и представляет, в основ-
ном, результаты, не перекрывающиеся с [2,3,4].  

2. Почему изменчивость именно нелинейных акустических свойств 
столь высока? 

Отмеченные выше необычные нелинейно-акустические свойства 
наблюдаются у очень широкого класса сред, к которым относятся прак-
тически все горные породы, многие металлы с выраженной поликри-
сталлической структурой и/или усталостными и термическими повреж-
дениями, многие конструкционные материалы (типа бетонов), гранули-
рованные среды и т.п. При всех различиях характерной общей особен-
ностью таких сред является наличие в их микроструктуре некоторых 
структурных неоднородностей (например, дефектов, типа выраженных 
границ между кристаллитами в поликристаллах, где агрегаты дислока-
ций фактически становятся зародышами трещин, макроскопические 
трещины и расслоения, которые часто содержат внутренние контакты, 
межзеренные контакты в гранулированных материалах и т.п.). Харак-
терные размеры этих неоднородностей соответствуют мезомасштабу, 
т.е. значительно превышают атомарный размер, но являются малыми в 
масштабе длины волны упругой волны (что отражается в названиях 
«мезоскопические», или «микронеоднородные» среды).  

Общим свойством отмеченных выше мезо- (или микро-) структур-
ных особенностей является их многократно повышенная «мягкость» по 
сравнению с окружающим однородным упругим материалом. Напри-
мер, различные модели трещин согласованно предсказывают, что тре-
щина с характерными раскрытием d и диаметром L может быть полно-
стью закрыта при создании в окружающем материале средней деформа-
ции сжатия ε~d/L<<1. Это фактически означает, что податливость (мяг-
кость) трещины примерно в L/d раз выше, чем окружающего однород-



ного материала, причем вполне типичными для реальных трещин явля-
ются значения L/d~103..105. Аналогичным образом, в силу малости пло-
щади соприкосновения, у контактов между гранулами локальная жест-
кость оказывается многократно ниже, чем у объема зерен. Повышенная 
мягкость таких структурных особенностей приводит к многократному 
возрастанию на них локальной деформации (и скорости деформации) в 
поле упругих волн, в связи с чем на таких мягких дефектах оказываются 
локализованы как заметные отклонения от линейного соотношения ме-
жду упругим напряжением и деформацией, так и потери энергии упру-
гих возмущений. В результате, при не слишком малой (и, как будет 
видно ниже, не слишком большой) концентрации дефектов, микронеод-
нородный материал демонстрирует ярко выраженные нелинейные аку-
стические свойства, причем не только нелинейно-упругие, но и нели-
нейно-диссипативные и нелинейно-дисперсионные.  

Отразить отмеченные выше структурные особенности удается, не 
конкретизируя детально тип дефектов, в рамках наглядной реологиче-
ской модели микронеоднородной среды с контрастно-мягкими включе-
ниями [5-8]. Эта модель допускает обобщение на трехмерный случай (с 
учетом как тангенциальной, так и нормальной податливости дефектов) 
[9,10], однако и в одномерном варианте она позволяет получить ряд не-
тривиальных выводов. Схематически такая модель микронеоднородной 
среды показана на Рис. 1. Однородную среду-матрицу, окружающую 
дефекты, при этом можно рассматривать как линейно-упругий матери-
ал, описываемый законом Гука σ = E ε. Дефектами в такой модели слу-
жат мягкие включения. Важнейшими параметрами дефектов является 
их относительная (по сравнению с модулем упругости E среды-
матрицы) податливость, характеризуемая малым параметром ζ<<1, а 
также концентрация ν (т.е. линейная концентрация мягких включений в 
1D случае либо их объемная доля при обобщении на 3D случай). Размер 
дефекта считаем много меньшим длины упругой волны, так что высокая 
сжимаемость дефектов приводит к отмеченным выше локально повы-
шенным деформации и скорости деформации. Именно поэтому в моде-
ли однородную среду-матрицу можно рассматривать как идеально ли-
нейную и непоглощающую и считать, что отклонения от линейного за-
кона Гука и диссипация локализованы на дефектах-включениях. При 
этом, если деформацию ε1 дефектов измерять в их собственном мас-
штабе (при средней деформации среды ε<<ε1), то как собственная не-
линейность дефекта, так и поглощение на нем характеризуются вполне 
«обычным», а не повышенным уровнем. Уравнение состояния, учиты-
вающее отмеченные свойства отдельных дефектов с параметром мягко-
сти ζ, имеет вид: 

σ = ζE [ε1+F(ε1)]-gdε1/dt    (1) 
Коэффициент g характеризует эффективную «вязкость» дефектов, а 
функция F(..) описывает их нелинейность. Например, для квадратично-



нелинейных дефектов 
F(ε1)=γε1

2, причем следует 
еще раз подчеркнуть, что 
параметр γ, характеризую-
щий нелинейность дефекта в 
масштабе его собственной 
(локальной) деформации ε1 
имеет «обычную» величину 
порядка нескольких единиц. 
Только присутствие окру-
жающей относительно более 

жесткой среды-матрицы обеспечивает многократное возрастание де-
формации на дефектах, что может приводить и к значительному повы-
шению средней (макроскопической) нелинейности материала. Особенно 
наглядно такой «контрастно-упругий» механизм возрастания упругой 
нелинейности (в англоязычной литературе в последнее время называе-
мый «soft-rigid paradigm») проявляется в квазистатическом пределе, ко-
гда вязким слагаемым в (1) можно пренебречь. В таком случае для, на-
пример, степенной нелинейности дефектов F(ε1)=γ (n) ε1

n макроскопиче-
ская связь напряжение-деформация принимает следующую простую 
форму (справедливую во всем возможном диапазоне концентрации де-
фектов 0≤ν≤1) [5]: 
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eff

n
effE γεεσ ⋅+⋅= − , где  

)/1/(1/ ςνν +−=EEeff , nnnn
eff )/1()/1(/ )()( ςννςννγγ +−+−= .   (2) 

Эти выражения иллю-
стрируют (см. Рис. 2), 
что локальное повыше-
ние деформации на 
мягких дефектах (свя-
занное с их показателем 
относительной мягко-
сти ζ<<1) существенно 
сильнее проявляется в 
возрастании нелиней-
ных членов в уравне-
нии состояния, нежели 
в уменьшении линей-
ного модуля упругости. 
Для данного показателя 
мягкости дефектов ζ 
существует диапазон 
очень малых их кон-
центраций ν<ζ<<1, где 

 
Рис. 1. Реологическая модель среды, со-
держащей контрастно-мягкие дефекты-
включения, на которых локализованы не-
линейность и диссипация. 
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Рис. 2. Относительные изменения модуля упруго-
сти Eeff /E и параметра квадратичной нелинейности 
γ(2)

eff./γ(2) микронеоднородной среды, содержащей 
дефекты с типичным для трещин показателем от-
носительной мягкости ζ=10-4. 



линейный модуль все еще остается практически неизменным, а нели-
нейный параметр материала уже многократно возрастает (см. Рис. 2). 
Именно в этой области малых концентраций, где чувствительность ли-
нейных методов еще недостаточна для получения определенного ре-
зультата, представляет основной интерес использование нелинейных 
эффектов для раннего обнаружения «слабых мест» материале (в первую 
очередь, зарождения трещин). Интересно подчеркнуть, что увеличение 
коэффициентов нелинейности )()( / nn

eff γγ  разных порядков в зависимости 
от концентрации дефектов ν демонстрирует выраженный максимум 

1]/)1[(/ 1)()( >>−= − nnnn
eff nn ςγγ , причем, чем выше порядок нелинейно-

сти, тем при меньшей концентрации дефектов νопт. ≈ ζ/(n-1) << 1 дости-
гается этот максимум и тем выше его величина. Такое немонотонное 
возрастание физически обусловлено игрой между фактором локального 
повышения деформации на мягких включениях и величиной их объем-
ного содержания (концентрацией). Аналогичное явление известно и в 
акустике газожидкостных смесей, демонстрирующих яркий пример 
«контрастного» механизма возрастания нелинейности, в то время как 
чистые жидкость и газ являются классическими слабонелинейными 
средами [11].  

Анализ показывает также, что возможная иерархическая структура 
среды (когда отдельные элементы среды сами имеют вложенные уровни 
микронеоднородности) и распределение дефектов по параметру мягко-
сти не приводят к дополнительному возрастанию макроскопической не-
линейности по сравнению с оценкой (2) [6,7]. С другой стороны, учет 
широкого распределения реальных дефектов по их упруго-вязким пара-
метрам позволяет естественным образом описать типичные для многих 
горных пород почти частотно-независимую добротность и сопутствую-
щую ей слабую (логарифмическую по частоте) дисперсию скорости уп-
ругих волн без привлечения гипотез о каком-либо специальном (неэкс-
поненциальном) характере релаксации в среде [12,13]. Не останавлива-
ясь подробнее на следствиях такой модели в линейном приближении, 
отметим лишь один несколько неожиданный ее результат: в широкой 
области частот, где добротность среды с распределенными по парамет-
ру мягкости дефектами остается приблизительно постоянной, значение 
этой добротности вообще не зависит от параметра вязкости дефек-
тов, а определяется только их концентрацией [12].  

Далее, совместный учет и нелинейных, и релаксационных свойств 
дефектов [8,13] приводит (в приближении их малой концентрации и при 
одинаковом показателе мягкости ζ) к следующему соотношению между 
упругим напряжением и средней (макроскопической) деформацией ма-
териала: 
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Здесь использовано обозначение Ω=E/g, так что ζΩ имеет смысл релак-
сационной частоты дефекта, причем в случае различных дефектов это 
уравнение следует дополнить усреднением по их свойствам, т.е. по рас-
пределению ν(ζ,g). Первое слагаемое в правой части уравнения (3) обя-
зано своим происхождением линейной среде-матрице, второе учитывает 
привносимое дефектами линейные уменьшение упругого модуля и дис-
сипацию. Третье, нелинейное, слагаемое описывает совместное влияние 
нелинейных и релаксационных свойств дефектов, причем в квазистати-
ческом пределе уравнение (3) переходит в уже рассмотренное выше 
уравнение (2).  

Комбинация в последнем слагаемом уравнения (3) линейной экс-
поненциальной релаксации и упругой нелинейности, традиционно рас-
сматриваемых в акустике, обусловливает появление таких микрострук-
турно-обусловленных нелинейных свойств, которые представляются, на 
первый взгляд, совершенно неожиданными с точки зрения интуиции, 
выработанной на основе «классической» теории нелинейно упругости. 
Например, структура нелинейного слагаемого в (3) показывает, что для 
вполне обычного (в частности, упруго-квадратичного, описываемого 
функцией F(ε1)=γε1

2) характера нелинейности дефекта, влияние релак-
сационных свойств приводит к выраженной частотной зависимости эф-
фективных нелинейных параметров среды [8, 14], что совершенно не 
характерно для решеточной нелинейности идеальных кристаллов и од-
нородных аморфных сред. Для микронеоднородных сред, однако, си-
туация оказывается существенно иной, поскольку в них как нелиней-
ность, так и релаксационные свойства физически локализованы, в ос-
новном, в одних и тех же местах - на мягких дефектах. Поэтому релак-
сационное «замораживание» линейной реакции дефектов на акустиче-
ские воздействия с частотами много выше их релаксационной частоты 
ζΩ одновременно «выключает» и их нелинейный отклик. В результате, 
при наблюдении, например, обычного эффекта смешения волн с часто-
тами ω1 и ω2, эффективные значения квадратичного нелинейного пара-
метра, оцениваемого по уровню возникающих суммарных гармоник 
2ω1,2 и ω1+ω2 могут оказаться существенно ниже, чем для гармоники на 
разностной частоте ω1-ω2. Кроме того, становятся возможными необыч-
ные эффекты, связанных с интерференцией нелинейно-порожденных 
компонент сигнала от дефектов с различными релаксационными часто-
тами. Действительно, вспомним, что и в линейном приближении отклик 
релаксатора запаздывает по фазе по отношению к возбуждающему гар-
моническому воздействию. Однако для линейного отклика релаксаторов 



такая фазовая задержка (см. второе слагаемое в уравнении (3)) не пре-
вышает π/2 радиан, да и сам этот отклик является лишь небольшой по-
правкой к основному (первому) линейному слагаемому в (3). Ситуация 
оказывается совершенно иной для высших гармоник, возникновение ко-
торых описывается последним нелинейно-релаксационным слагаемым в 
(3). Как видно из его структуры, релаксационный поворот фазы в нем 
может «срабатывать» несколько раз и потому превышать π радиан. В 
результате, вклады от дефектов с различными релаксационными часто-
тами могут интерферировать как конструктивно, так и деструктивно, 
приводя к немонотонной частотной зависимости уровня высших гармо-
ник и даже к возможности полного гашения выбранной гармоники при 
некотором значении частоты [6, 14]. В целом традиционная для нели-
нейной акустики интуиция, основанная на возможности аддитивного 
учета нелинейности и релаксации (что правомерно для однородных 
сред), не работает в случае микронеоднородной среды. Аддитивный 
подход становится неправомерен, в силу уже отмеченного релаксацион-
ного «замораживания» реакции дефектов на высоких частотах, что од-
новременно «выключает» и их нелинейность, так что независимый учет 
нелинейности и поглощения (как это имеет место в структуре, напри-
мер, уравнения Бюргерса) оказывается невозможным. 

Еще одним нетривиальным проявлением такой «контрастной» 
микронеоднородности среды является возможность сильного (в разы) 
изменения уровня диссипации (декремента) акустического возмущения 
в микронеоднородном материале при вполне умеренном статическом 
или динамическом (скажем, акустическом с деформацией ε~10-5) воз-
действии на среду [10, 15]. Такой необычный эффект возникает опять-
таки благодаря комбинированному действию обычного линейного ре-
лаксационного поглощения на дефектах и их упругой нелинейности. 
Например, для простейшей квадратичной упругой нелинейности дефек-
тов F(ε1)=-γε1

2, считая выполненным условие ε0>>εa , для статической 
деформация ε0 и осциллирующей (акустической) деформации 
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a
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(5) 
где )/( Ω= ςωω  - нормированная частота. Отсюда для эффективного 
модуля упругости среды и декремента затухания следует [15]:  
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Выражение (7) показывает, что 
отношение linnl θθ /  нелинейного 
(т.е. зависящего от ε0) вклада в 
декремент к линейному вкладу по 
порядку величины равно ςγε /0 . 
Отсюда следует, что, для доста-
точно мягких ( 1<<ς ) дефектов, 
нелинейный вклад nlθ  может ока-
заться одного порядка с линей-
ным даже при вполне умеренных 
деформациях ε0 среды. Примем 
для иллюстративной оценки зна-
чение параметра мягкости дефек-
тов 410−=ς  (достаточно типичное 
для тонких трещин), выберем за-
ведомо «скромное» значение па-
раметра собственной нелинейно-
сти дефектов 2=γ , а для их кон-
центрации возьмем значение 

6102 −⋅=ν . Такая концентрация для линейных потерь (в окрестности ре-
лаксационного максимума линейного слагаемого linθ ) соответствует ти-
пичной для сейсмических волн величине добротности 100/ ≈≡ θπQ . На 
Рис. 3 приведены построенные при этих параметрах на основе выраже-
ний (6) и (7) частотные зависимости для относительного изменения мо-
дуля упругости EEeff /Δ  и декремента θ  при значениях статической де-
формации 00 =ε  и умеренной деформации 5

0 10−=ε  (здесь положитель-
ный знак ε0 соответствует растяжению). Как видно из этого примера, 
при вариациях упругого модуля менее процента амплитудно-зависимое 
изменение декремента превышает 50%. Отметим также, что для приня-
тых параметров «макроскопический» коэффициент упругой квадратич-
ной нелинейности в уравнении (6) 800/2 2 ≈ςγν >>1, что вполне типично 
для горных пород.  

Интересно, отметить, что в окрестности релаксационной частоты 
дефектов ( Ω= ςω ) амплитудно-зависимая поправка к упругому модулю 
обращается в ноль, меняя знак из-за изменения фазы отклика дефектов-
релаксаторов. Таким образом, в окрестности релаксационной частоты 
может иметь место несколько парадоксальный эффект появления очень 
заметного амплитудно-зависимого поглощения при отсутствии одно-
временных изменений упругого модуля («пропадание» упругой компо-
ненты нелинейности). Этот эффект не исчезает и при учете распределе-
ния реальных дефектов по параметру мягкости [15] и выглядит как про-
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Рис. 3. Иллюстрация резкого разли-
чия одновременных изменений дек-
ремента θ и модуля упругости Eeff, 
вызванных приложением статической 
деформации ε0=10-5. Видно, что в ок-
рестности максимума декремента на 
частоте Ω= ςω  релаксации дефектов 
изменение  декремента превышает 1.5 
раза, при сопутствующем относи-
тельном изменении EEeff /Δ <10-2. 



явление чисто диссипативной нелинейности, хотя физически он возни-
кает за счет комбинации чисто реактивной (упругой) нелинейности де-
фектов и обычных линейных потерь релаксационного типа. Подобные 
ярко-выраженные амплитудно-зависимые изменения диссипации одной 
упругой волны под влиянием другого статического или динамического 
воздействия действительно наблюдаются экспериментально в различ-
ных материалах (см., например, [16, 10]).  

Важно отметить также, что рассмотренный выше механизм прояв-
ляется и для самовоздействия одной волны, приводя к одновременным 
вариациям одного порядка величины для относительного изменения уп-
ругого модуля (дефект модуля) и абсолютной величины декремента. В 
нелинейной акустике такие одновременные изменения традиционно 
приписывают влиянию гистерезисной нелинейности (возникающей за 
счет фрикционных или адгезионных явлений на тех же самых микро-
контактах и трещинах, соответствующих мягким дефектам в обсуждае-
мой модели) [2,3,16-18], причем количественное соотношение между 
этими вариациями предлагается использовать для уточнения формы 
гистерезисной петли [19]. Оценки, выполненные на основе рассмотрен-
ного выше негистерезисного (т.е. комбинированного релаксационно-
нелинейно-упругого) механизма амплитудно-зависимых потерь показы-
вают, что его вклад может быть количественно сравним со вкладом па-
раллельно действующей гистерезисной нелинейности. Этот факт необ-
ходимо учитывать при интерпретации нелинейно-акустических эффек-
тов в микронеоднородных средах, в которых гистерезисны и рассмот-
ренный негистерезисный механизмы должны действовать параллельно, 
давая сравнимые по величине вклады [15].  

3. Трещины с внутренними контактами как мягкие дефекты в уп-
ругой матрице.  

После проведенного на реологическом уровне обсуждения причин 
появления аномально высокой (причем не только реактивной, упругой, 
но и диссипативной) нелинейности микронеоднородных сред остано-
вимся подробнее на проявлениях контактной нелинейности в трещино-
содержащих средах. Отметим, что важность роли трещин, являющихся 
ярким примером «контрастно-мягких» включений, качественно была 
понята достаточно давно. Еще в 1960-е годы было понятно, что трещи-
ны дают очень существенный вклад в поглощение сейсмических волн. 
Например, в работе [17] потери приписывались трению между поверх-
ностями трещин, хотя сами авторы высказывали сомнения в собствен-
ном подходе, отмечая, что обсуждаемый диапазон «амплитуд смещений 
[на поверхностях трещин] начинается с 1210−  см. Эти смещения столь 
малы [на 3-4 порядка меньше атомного размера], что характеристики 
трения контактирующих поверхностей, по-видимому, должны сильно 
отличаться от трения в макроскопических экспериментах». Действи-



 
Рис. 4. Трещина с волнистыми поверх-
ностями без (a) и при наличии (b) внут-
реннего контакта размером lL ×

~ . При 
lL →

~  полосковый контакт переходит в 
точечный. 

тельно, фрикционные эффекты являются пороговыми, так как подразу-
мевают, что смещения на контактирующих поверхностях превышают 
хотя бы один атомный размер (т.е. 8103 −× см). Другие авторы (напри-
мер, [20]) рассматривали непороговый механизм термоупругих потерь 
на трещинах. Однако, так как релаксационные частоты для трещин диа-
метром L~1mm имеют порядок единиц и долей Гц и пропорциональны 
L-2, а амплитуды пиков спадают, как L-3, такая модель требовала пред-
положения о нереально большой концентрации микротрещин (микрон-
ных масштабов) для объяснения величины потерь сейсмических волн на 
килогерцовых и более высоких частотах. Для объяснения упругой нели-
нейности горных пород также традиционно привлекались соображения 
о высокой сжимаемости трещин, например, в работе [21], где обсуждал-
ся эффект модуляции скоростей сейсмических волн полем приливных 
деформаций (с типичными амплитудами деформации 10-8). Однако для 
получения количественного согласования с данными [21] и другими 
аналогичными высокими оценками уровня нелинейности требуется 
предположить очень малые значения аспект-отношения трещин,  
d/L~10-5-10-6. Более того, такое значение необходимо принять практиче-
ски для всех трещин в среде, что представляется заведомо нереалистич-
ным, так как для большинства трещин характерны более высокие значе-
ния d/L~10-4-10-3, что, соответственно, на порядки понижает ожидаемую 
чувствительность таких дефектов к упругим напряжениям в среде.  

Разрешить отмеченные выше сложности и противоречия, возни-
кающие при объяснении нелинейно-упругих и диссипативных свойств 
горных пород присутствием трещин, удается естественным образом, ес-
ли учесть неровность поверхность трещин и в них наличие внутренних 
контактов. Существенно, что, в силу двумерного характера инициации 
трещин, эти неровности (и их контакты) являются скорее не точечными, 

а удлиненными, с локально 
цилиндрической геометрией, 
так что длина L~  такого кон-
такта может быть сопостави-
ма с диаметром L  самой тре-
щины (см. Рис. 4). Как по пе-
риметру трещины, так и на 
контакте имеет место концен-
трация напряжений (и дефор-
маций), кроме того, по срав-
нению с однородной средой, 
оказываются резко повышены 
температурные градиенты в 
поле упругих волн, опреде-
ляемые в данном случае не их 
длиной, а значительно мень-



шими размерами трещины и контакта, а также длиной тепловой волны. 
На частоте, для которой длина тепловой волны совпадает с размером 
либо всей трещины [20], либо контакта [22,23], имеет место релаксаци-
онный максимум термоупругого поглощения. Для потерь упругой энер-
гии на таком контакте длиной L~  и шириной d  можно получить [22]:   

22222 ~
)/(2 εκαπω LLlKTWLF ≈ ,   )/( 2Cll ρκωω ≈<< ,     (8) 

222 )/(~)/()/2( ερακωπ lLLCKTWHF ≈ ,  lωω >> ,            (9) 
2222max ~)/(2 εραπ LLCKTWcont ≈ ,  lωω ≈  .                       (10) 

где ω - круговая частота, T - температура, α - коэффициент объемного 
теплового расширения, K - модуль объемного сжатия; ρ - плотность, C - 
удельная теплоемкость, ε - средняя деформация в материале, κ - коэф-
фициент теплопроводности, ω - характерная частота терморелаксации, 
соответствующая размеру l контакта в трещине. Для сравнения отме-
тим, что аналогичные выражения на термоупргих потерь на трещине в 
целом (рассмотренных в [20]) можно привести [22] к аналогичном виду  

2522 )/(2 εκαπω LKTWLF ≈ ,    )/( 2CLL ρκωω ≈<< ,           (11) 
222/122 )]/()[/(2 εωρκραπ LCCKTWHF ≈ ,   Lωω >> ,               (12) 
2322max )/(2 εραπ LCKTWcrack ≈ , Lωω ≈ ,                  (13) 

Сравнение выражений (13) и (10) для потерь в области релаксационного 
максимума показывает неожиданный, на первый взгляд, результат, что 
для полосковых контактов с длиной LL ~~  максимальные потери на 
трещине в целом и на узком контакте, площадь которого во много раз 
меньше, оказываются одного порядка, хотя при этом релаксационный 
максимум для узкого контакта Ll <<  может лежать на 4-6 порядков 
выше по оси частот.  

Приведенные выше выражения показывают, что традиционное 
представление о несущественности термоупругих потерь для, например, 
сейсмических волн требует существенного пересмотра уже в линейном 
приближении, причем для волн малой амплитуды ( 97 1010 −− −≤ε ) в рас-
смотренном варианте термоупругий механизм может доминировать. Из 
выражений (8)-(13) следует, что трещины с несколькими мягкими кон-
тактами могут обеспечить заметное термоупругое поглощение в диапа-
зоне частот шириной несколько порядков (от релаксационной частоты 
трещины в целом до релаксационных частот контактов). При этом на-
ходящийся в трещине размера L единичный полосковый контакт шири-
ны l<<L при длине LL ~~  обеспечивает в окрестности своей релаксаци-
онной частоты lω  примерно такую же диссипацию, какую производят в 
соответствии с “глобальным” механизмом [20] 1)/( 3 >>= lLN  микро-
трещин размера l, имеющие ту же частоту релаксации. Причем “эквива-
лентное количество” N микротрещин может быть очень большим, на-



пример, 610~N  при типичном для реальных трещин отношении 
210~/ lL .  

Далее, для нелинейных эффектов существенно, что в окрестности 
контактов локальное расстояние между поверхностями трещины (или 
их взаимопроникновение) d

~  значительно меньше среднего значения d  
раскрытия трещины. В связи с такой геометрией окрестность контакта 
многократно (примерно в 1

~
/ >>dd  раз) более чувствительна к 

внешнему напряжению, чем трещина в целом, так что состояние 
контактов в трещине может быть уже существенно изменено относи-
тельно слабой средней деформацией в среде 56 1010~ −− −ε  (которая еще 
много меньше деформации 34 10..10~/~ −−Ldε , необходимой для 
полного закрытия трещины). Так как жесткость возникающего 
полоскового контакта оказывается сравнимой с арочной жесткостью 
трещины, это означает, что введенный выше эффективный параметр 
мягкости ζ (характеризующий  чувствительность дефектов к средней 
деформации в материале) может для тонких трещин с 54 10..10~/ −−Ld  
достигать величины 76 10..10~ −−ς  без привлечения гипотез о нереали-
стичных значениях 76 10..10~/ −−Ld . Оказывается, что таких значений 
эффективной мягкости и уровня диссипации, оцененных для трещин с 
реальными параметрами, с запасом хватает для того, чтобы объяснить 
наблюдаемую глубину (~5-10%) модуляции высокочастотных 
сейсмических шумов [24] приливными деформациями (с амплитудами 
~10-8). При этом достаточно учесть только модуляцию приливами 
поглощения в среде без привлечения гипотез о микроразрушениях и 
сопутствующей им эмиссии, инициируемых слабыми приливными 
деформациями. До настоящего времени реалистичных физических 
моделей этого эффекта предложено не было. Еще одной интересной особенностью термоупругого поглощения 
на полосковых контактах в трещинах (см. уравнение (10)) является не-
зависимость высоты релаксационного пика от ширины l контакта, кото-
рая может меняться под действием прилагаемых статических или дина-
мических нагрузок. Это означает, что такой сдвиг релаксационного пика 
может приводить одновременно к индуцированному дополнительному 
поглощению или «просветлению» для пробных волн, частоты которых 
лежат по разные стороны пика. На Рис. 5 приведено схематическое по-
яснение эффекта для динамического воздействия на контакт акустиче-
ской «накачкой», и на Рис. 6 дан соответствующий экспериментальный 
пример индуцированных просветления/поглощения для разных мод в 
стержневом стеклянном резонаторе с одиночной трещиной [26].  



Следующей так же «неклас-
сической» особенностью кон-
тактной нелинейности аку-
стически активируемого кон-
такта является немонотон-
ность амплитудной зависимо-
сти некоторых его свойств, 
например средней ширины и 
жесткости. С ростом ампли-
туды колебаний при переходе 
к «хлопающему» режиму эти 
величины сначала уменьша-
ются, а затем вновь увеличи-
ваются. Такая немонотон-
ность объясняет наблюдае-
мые для образцов с трещина-
ми немонотонный сдвиг резо-
нансных пиков сначала влево 
(понижение среднего модуля 
упругости), а затем вправо 
(вновь увеличение жесткости) 
при одновременном немоно-
тонном поведении индуциро-
ванной диссипации, т.е. сна-
чала увеличение, а затем не-
которое просветление (см. 
[25]).  

До недавних пор в аку-
стике не обсуждалось еще од-
но интересное проявлением 
выраженных нелинейно- дис-
сипативных свойств, вноси-
мых присутствием дефектов, 
а именно, эффект кросс-
модуляции в образцах с тре-
щинами. Этот акустический 
аналог известного для радио-
волн в ионосфере Люксем-
бург-Горьковского (ЛГ) эф-
фекта представляет интерес в 
качестве высокочувствитель-
ного метода мониторинга со-
стояния среды и диагностики 
появления трещин [22,26] на-

 
Рис. 5. Схематически показано умягче-
ние контакта Герца осциллирующим 
воздействием из-за асимметрии зависи-
мости поджатия контакта от прилагае-
мого упругого напряжения. Невозму-
щенное статическое положение равно-
весия ),(A 00 εσ= , усредненное по пе-
риоду измененное положение 

),( B ><><= εσ  и соответствующий 
сдвиг релаксационного пика. 
 

 
Рис. 6. Примеры одновременных изме-
нений резонансных кривых пробной 
волны на разных модах под действием 
накачки. Мода на частоте F=3.7 кГц ис-
пытывает уменьшение диссипации, а 
для моды с частотой F=11.5 кГц, наобо-
рот, потери увеличиваются. В отличие 
от разного знака изменения потерь час-
тота сдвигается вниз для обеих мод. 
Уровень накачки (на частотах F=40-50 
кГц) 610~ −ε . 



ряду с использованием в диагностиче-
ских схемах обычной модуляции 
пробной акустической волны другой 
более низкочастотной волной или ко-
лебанием (см. Рис. 7).  

Кроме обсуждавшихся выше 
«мгновенныx» и « быстрых» релакса-
ционных проявлений нелинейности 
дефектов в последние годы привлека-
ют большое внимание эффекты мед-
ленной динамики акустически акти-
вируемых образцов микронеоднород-
ных сред. После выключения интен-
сивного акустического воздействия на 
образец, при дальнейшем наблюдении 
значений его упругого модуля (и ино-
гда добротности) с помощью слабой 
пробной волны, часто обнаруживает-
ся, что начальные значения парамет-
ров материала (до активации) восста-
навливаются не мгновенно, а демон-
стрируют медленное (на масштабах 
102-104 сек.) логарифмическое по вре-
мени восстановление [27]. При этом 
обычно исследуются образцы горных 
пород, содержащие очень большие 
ансамбли трещин, а наблюдаемая 
медленная динамика приписывается 
восстановлению под действием тер-
мических флуктуаций неких внут-
ренних связей, разрушенных при аку-
стическом активировании образца. 
Характер такой медленной релакса-
ции определяется статистикой соот-
ветствующих этим связям энергети-
ческих барьеров, подбирая функции 
распределения которых удается по-
лучать и логарифмическое по време-
ни поведение [27]. Вопрос о физиче-
ском соответствии таких барьеров и 
их статистики структурным особен-
ностям среды остается открытым.  

В ходе детальных исследований 
нелинейно-акустического отклика 

 
Рис. 8. Логарифмическая и симмет-
рично-обратимая во времени динами-
ка амплитуды пробной волны (т.е. 
добротности) для двух мод в стек-
лянном резонаторе с трещиной (зна-
чок A - активация, R - релаксация) 
[26] 

 
Рис. 7. Схема эксперимента по на-
блюдению ЛГ-эффекта: 1- нагру-
зочная масса с пьезоизлучателем; 2 
– модулированная накачка; 3 - 
стеклянный стержень; 4 – трещи-
ны, инициированные термическим 
шоком; 5 - акселерометр и источ-
ник пробной волны; 6 - форма не-
модулированного возбуждаемого и 
7 - модулированного принимаемо-
го пробного сигнала. 



образцов с одиночными трещинами (типа экспериментов, описанных в 
[22]) было обнаружено, что образцы даже с одиночными трещинами 
также демонстрируют выраженную почти логарифмическую по време-
ни медленную динамику на масштабах сотни секунд [25,26]. Более того, 
применение волн различных частот в качестве пробного воздействия и 
интенсивной «накачки» позволило исследовать поведение образца не 
только после, но и во время его активации. При этом выяснилось, что во 
время активации параметры образца также логарифмически по времени 
медленно изменяются, причем практически с той же скоростью, с какой 
затем происходит их восстановление (см. Рис. 7). Известные объяснения 
подобной динамики за счет разрыва/восстановления большого ансамбля 
связей [27] явно не подходили для одиночного дефекта и не согласовы-
валось с симметрией между стадиями активации и релаксации. В то же 
время локально-цилиндрическая геометрия контактов в трещинах (на 
которую первоначально внимание было обращено по совершено другим 
соображениям [22]) позволила предложить естественное объяснение 
этим наблюдениям за счет локального нагрева (и затем охлаждения) об-
ластей концентрации напряжений на контакте и периметре трещины 
интенсивной акустической накачкой [25]. Промежуточная логарифми-
ческая асимптотика и симметрия в решениях для стадий нагрева и ох-
лаждения непосредственно вытекает из локально-цилиндрической гео-
метрии задачи. Эта модель также предсказывает, что когда область рас-
пространения области нагрева сравнивается с диаметром трещины, ло-
гарифмический дрейф параметров насыщается, и дальнейшее распро-
странение тепла происходит, как от точечного источника в трехмерной 
геометрии. И качественно (насыщение логарифмического поведения), и 
количественно (оценки характерных времен) эти предсказания модели 
прекрасно согласуются c наблюдениями [25]. Аналогичное нетипичное 
для традиционных задач нелинейной акустики логарифмическое пове-
дение было затем обнаружено и для металлических образцов с трещи-
нами, причем с меньшими характерными временами, как того и следо-
вало ожидать в силу большей теплопроводности металла [26].  

Подробнее обсуждение упомянутых выше и некоторых других 
(например «памяти» нелинейности) «неклассических» нелинейных эф-
фектов в образцах с трещинами можно найти в работах [22,23,25,26,28] 
и цитированной в них литературе.  

4. Эффекты контактной нелинейности в гранулированных средах.  

На диаграмме микроструктурно-обусловленных вариаций параметров 
(Рис. 2) материалы с небольшим содержанием трещин (вдали от порога 
разрушения) лежат слева от максимума нелинейности среды, где ее мо-
дуль упругости еще незначительно снижен по сравнению с однородной 
средой-матрицей. Гранулированные среды, представляющие собой сеть 
контактов (предварительно нагруженных в той или иной степени), ле-



жат на правой стороне этой диаграммы, где линейный модуль среды 
уже значительно ниже модуля однородного материала гранул [6]. Базо-
вой моделью при описании нелинейности гранулированных сред слу-
жит герцевская модель контакта двух упругих сфер, предсказывающая, 
что сила на контакте пропорциональна величине сближения центров в 
степени 3/2 (причем эта функциональная зависимость сохраняется и для 
других тел конечных размеров, форма которых вблизи контакта может 
быть аппроксимирована поверхностями второго порядка) [29]. Проис-
хождение такой нелинейности чисто геометрическое, так что она имеет 
место и для идеально линейного материала гранул. Для среды с одина-
ково нагруженными контактами их герцевскся нелинейность обуслов-
ливает функционально такой же вид связи «напряжение и деформация» 

)(εσσ =  в среде: 
)()( 2/3 εεεσ Hbn= ,   (14) 

где множитель b зависит от упругих модулей материала зерен, n - сред-
нее количество контактов, приходящихся на одно зерно, H(ε)- функция 
Хевисайда, показывающая, что только при сжатии (σ, ε>0) контактов 
возникает напряжение в среде (здесь мы по-прежнему ограничились 
продольной деформацией). В реальной зернистой среде, однако, нагру-
женность контактов, как известно, может отличаться очень сильно, что 
приводит к изменению макроскопического уравнения (14) [30,31]. Для 
иллюстрации роли различных контактов в линейных и нелинейных аку-
стических проявлениях, предположим, что гранулированная среда со-
держит только две фракции контактов, имеющие различные статиче-
ские деформации: среднюю ε0 (близкую к макроскопической деформа-
ции) и με0, где безразмерный параметр нагружения μ<<1. Разделяя ста-
тическую (σ0,ε0) и динамическую ( εσ ~,~ ) части в общих напряжениях и 
деформациях для обеих фракций, из уравнения (14) получим: 

)~()~()~()~(~
0

2/3
020

2/3
010 εμεεμεεεεεσσ +++++=+ HbnHbn , (15) 

где n1 и n2  - характеризуют число контактов в разных фракциях. Заме-
тим, что, в отличие от сильно различной статической, динамическая 
(акустическая) деформация ε~  для обеих фракций одинакова [30,31]. 
Для предварительно сжатых контактов и не слишком сильных динами-
ческих деформаций 0

~ μεε << , уравнение (15) может быть разложено в 

ряд Тейлора с коэффициентами mm dd εεσ ~/)(~
0 . Эти коэффициенты ха-

рактеризуют линейный (m=1) и нелинейные (m=2,3…) упругие модули 
Mm среды, определяющие, соответственно, линейную скорость и нели-
нейные поправки к скорости распространения акустической волны и 
интенсивность других нелинейных эффектов m-ого порядка: 
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Выражение (16) показывает, что вклад в линейный модуль M1 от слабых 
контактов пропорционален μ1/2<<1 и пренебрежимо мал при n1~n2. В 
противоположность этому, вклад слабой фракции в нелинейные модули 
Mm (с m=2,3…) пропорционален μ(3/2)-m>>1. Следовательно, чем слабее 
контакт, тем сильнее может быть его вклад в нелинейные компоненты 
акустического сигнала. Таким образом, наблюдение нелинейных эф-
фектов открывает уникальную возможность диагностики наиболее 
слабых межзеренных контактов в упаковках (с параметром нагружения 
μ≤10-1-10-2 и еще меньшими силами, по сравнению со средним значени-
ем). Такие малые силы находятся вне диапазона чувствительности 
известных методов (например, оптических на основе фото-упругого 
эффекта, механической оценки контактных сил на основе размера 
отпечатков зерен на дне контейнера и т.п.), так как все эти методы 
основаны на измерении величин, для которых вклад сильно сжатых 
контактов заведомо доминирует.  

В нелинейных методиках очень полезными оказываются уже са-
мые простые нелинейные эффекты, такие как генерация второй гармо-
ники или самодетектирование (демодуляция) модулированной первич-
ной волны, причем даже эти эффекты демонстрируют «неклассические» 
черты в силу своего микроструктурного происхождения. Например, 
степенное разложение (16) теряет силу для очень умеренных акустиче-
ских амплитуд ( 1/~

0 <<εε , где 0ε  - макроскопическая статическая де-
формация среды), поскольку уже при 1~/~

0 <<μεε слабые контакты пе-
реходят в хлопающий режим. В результате, вместо квадратичного де-
тектирования 2~~ ε  в этом диапазоне амплитуд наблюдается детектиро-
вание на «хлопающей» герцевской нелинейности, дающей сигнал 

2/3~~ ε . По амплитуде перехода 2→3/2 можно оценить степень разгру-
женности слабых контактов и их долю в паковке. Кроме того, использо-
вание поперечной волны накачки (для которой нелинейность не имеет 
четной составляющей, что понятно из соображений симметрии) в гра-
нулированной среде позволяет легко наблюдать детектирование с одно-
временной конверсией в продольную моду (что симметрия не запреща-
ет). В несколько иных терминах можно сказать, что эта продольная со-
ставляющая возникает из-за дилатансии гранулированной упаковки при 
сдвиговом (акустическом в нашем случае) воздействии на нее. Т.е. из-
мерение амплитуды детектированного сигнала от сдвиговой волны на-
качки позволяет исследовать амплитудный закон дилатансии в недос-
тупном другим методам диапазоне малых (акустических) деформаций 
[31]. Наконец, использование сдвиговой волны с различной поляриза-
цией позволяет непосредственно наблюдать анизотропию нагруженно-
сти контактов (проявляющуюся в анизотропии нелинейности среды). 
Эти эффекты проиллюстрированы на Рис. 9.  



Тот же эффект «хлопания» кон-
тактов при изменении амплиту-
ды первичного пучка приводит 
к эффективному изменению 
длины области взаимодействия 
(так как в ее пределах часть 
контактов вблизи излучателя 
уже «хлопает», а более дален-
ные контакты – еще нет). При 
этом из-за различия скоростей 
сдвиговой накачки и возни-
кающей 2-й гармоники на про-
дольной моде изменение ам-
плитуды меняют условия син-
хронизма (эффективную длину 
взаимодействия), что приводит 
к биениям уровня гармоники с 
ростом амплитуды накачки (см. 
детали в [32,33]). В оптике по-
добные биения связаны с изме-
нением геометрической длины 
области взаимодействия. 

В силу ограниченности 
объема отметим в качестве еще 
одного и последнего примера 
показательную лабораторную 
демонстрацию [34] возможности 
использования акустического 
аналога ЛГ-эффекта для высо-
кочувствительного мониторинга 
тонких изменений микрострук-
туры гранулированной среды, 
возмущаемой короткими им-
пульсными воздействиями (см. 
Рис. 10). На вставке показаны 
примеры спектров 100% ампли-
тудно-модулированной волны 
накачки (7 кГц несущая, 30 Гц 
модуляция) и пробной волны 
(10 кГц) с наведенной модуля-
цией. Графики на Рис. 10 пока-
зывают уровни основной гармо-
ники пробной волны и модуля-
ционных лепестков 1-го и 2-го 

 
Рис. 9. Амплитуда демодулированного 
сигнала как функция амплитуды сдвиго-
вой волны накачки при ее горизонталь-
ном распространении для вертикальной 
(V) и горизонтальной (H) поляризации. 
Четко видно амплитуды перехода пока-
зателя степени  2→3/2 (отмечены стрел-
ками) при переходе в режим «хлопания» 
слабых контактов. Для V-поляризации, в 
силу анизотропии нагруженности кон-
тактов, переход происходит при боль-
шей амплитуде, а уровень детектирован-
ного сигнала, соответственно, ниже, чем 
для H-поляризации накачки [31]. 
 

 
Рис.10. Временные зависимости амплитуд 
основной гармоники пробной волны (от-
мечена цифрой (0)), а также ее правых и 
левых модуляционных лепестков 1-го и 2-
го порядков (отмечены цифрами ±1 и ±2). 
Стрелками отмечены моменты «сейсмиче-
ских событий». На вставке показаны при-
меры спектров прошедших через среду 
модулированной волны накачки и проб-
ной волны с наведенной модуляцией.  



порядков в процессе наблюдения. Как видно, основная гармоника почти 
не чувствует изменения микроструктуры среды, вызванные «сейсмиче-
скими событиями», в то время как модуляционные лепестки очень чув-
ствительны к структурным изменениям, связанным, прежде всего с из-
менением состояния наиболее «слабых мест» в среде. Медленные изме-
нения уровня лепестков после прохождения возмущающих сред им-
пульсов связаны с процессами медленной релаксации нарушенной сети 
слабых контактов в среде. Возможность уверенного наблюдения нели-
нейных эффектов для сейсмических волн в полевых условиях (напри-
мер, эффектов самовоздействия [35]) на дистанциях более сотни метров 
свидетельствует о перспективности использования нелинейных методов 
в диагностических целях по крайней мере на инженерно-сейсмических 
масштабах для мониторинга состояния объектов типа плотин, фунда-
ментов крупных сооружений и т.п. Более детальное обсуждение этих и 
ряда других аспектов акустической нелинейности гранулированных 
сред можно найти в работах [30-34] и цитированной в них литературе. 

5. Заключение.  

О продолжающемся росте интереса к исследованию проявлений 
микроструктурно-обусловленной нелинейности свидетельствует значи-
тельный поток публикаций по этой тематике в последние годы, в том 
числе появление ряда обзорных работ (например, [2-4]). С учетом со-
держания [2-4] в предыдущих разделах был отобран материал, не пере-
крывающийся с этими обзорами, значительное внимание в которых бы-
ло уделено гистерезисной нелинейности микронеоднородных сред. При 
этом обсуждение ряда интересных особенностей [37,38], относящихся 
именно гистерезисной нелинейности и не затронутых в [2-4], за неиме-
нием места в данном кратком обзоре пришлось опустить.  

Представленные выше экспериментальные примеры и наглядные 
модели особенностей микронеоднородных сред показывают, как соче-
тание, казалось бы, хорошо известных факторов может приводить к 
очень необычным нелинейным акустическим эффектам и свойствам, 
вполне заслуживающим названий «аномальные» или «неклассические» 
(как, например, ярко выраженные амплитудно-зависимая диссипация 
или дисперсия нелинейности, возникающие за счет комбинации линей-
ной релаксации на дефектах и их упругой нелинейности). 

Работа подготовлена при поддержке грантов РФФИ No 05-02-
17355, 05-05-16491 и 06-02-72550-НЦНИЛ.  
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